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/ 1. Giris Simdi a <0 olsun. Bu durumda P,(x) polinom fonksiyonunun grafigi 2. bolgede baslayip 4. bolgede bitecektir. \
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Tanim 1.1 neN ve a,,a,,..,8, € R olmak iizere, P,(X) =a, + X +a,x* +...+a X" ifadesine n. dereceden polinom denir. . ] L ‘q"_-.. I ]
Teorem 1.2 (Bolzano Teoremi) f fonksiyonu [a,b] araliginda siirekli ve f(a).f(b)<0 olsun. Bu durumda f(c)=0 olacak bi¢gimde en az bir ' [ 1 _ _ . | ]
c €(a,b) noktasi vardir. Yani f(x)=0 esitliginin (&,b) araliginda bir ¢dziimii vardur. N} ] TN T e
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Teorem 1.3 (Ara Deger Teoremi) f fonksiyonu [a,b] araliginda stirekli ve X <X, olmak lizere X, X, e[a,b] icin f(Xl);t f(Xz) olsun. Bu durumda | A N | | R al oy >0
f fonksiyonu f(x) ve f (Xz) arasindaki her degeri alir, yani f (X1) <d<f (Xz) ise f (C) =d olacak bigimde bir C € (Xl, Xz) noktas1 vardir. / [ AN [ [
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2. Uctincii Dereceden PO]“!"ml?““_Reel Kok Sayisinin Incelenmesi . _ L Eger P(a)<0 ise grafik 13'ten X <o oldugu | Eger P(a;)=0 ise grafik 14’ten X =a; oldugu | Eger P(cy)>0 ise grafik 15°ten X >, oldugu
Burada R,(x)=a,+aXx+a,Xx"+aX" polinomunun reel koklerinin sayis1 1. tiirevin geometrik yorumu kullanilarak incelenecektir. Oncelikle P, (X) o~ el Aciktin
polinomu her zaman tamimli ve siirekli oldugundan grafigini tahmin etmek daha kolay olacaktir. Simdi P,(X) grafiginin hangi bolgeden gelip hangi bolgeye \
gittigini inceleyelim. Bunun i¢in lim P (x) ve limP,(x) limitlerini kullanacagiz. P,(X) =a, +aX+a,Xx* +a,X> polinomu igin,
i R26) = —0; ;>0 & iR +o0; 8, >0 Teorem 3.2 P,(x) =ax’ +bx? +cx+d polinom fonksiyonunda P, (x)=0 denkleminin reel kokleri @, Ve a, olsun. Ayrica ¢ < &, oldugunu kabul \
x> 2 +oo; @, <0 xom ° —o0; a,<0 edelim. Bu durumda,
ldugu asikardur. a, <a,<
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s { 15— : [ ] P,(a).P(a,)=0= {Xl 1o e
: : | 1 ."I 3 X <o <a,=X,
Lt o : A~ | - Py(a)-Py(e,) <0={X, <y < X, <@, < X
I \‘\\._ b © PR ! Va .31;\' . J —> o olarak gergeklesir.
. 1 \'\.\ ] [ In_/ ] Ispat P(e,).R(,) >0 olsun. Bu durumda P,(e;) ve Py(e,) ayni isaretli olur. Dolayistyla bu iki nokta da koordinat sisteminde X ekseninin ya altinda
- ] . - o ya da iistiinde olur. Yani,
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Yani 3. dereceden polinomlarin grafigi grafik 1 ve grafik 2 de goriildiigii gibi ya 3. bolgede baslayip 1. bolgede devam eder ya da 2. bolgede baslayip 4. : . 1 4 X1 1 L ss 1 55
bolgede devam eder. Dolayisiyla Bolzano Teoremine gore P;(X) polinomlarin en az bir reel kokii vardir. / - — 1 — 32 — > 0 L
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fl' eorem 2.1 P;,(X) polinomun fonksiyonunun tiirevi olan P;(X) polinomunda P/(X)=0 denkleminin reel kokleri yok ise bu durumda P,(X)=0 L./ I~ e g a, x
denkleminin sadece bir tane reel kokii vardir. : : ' |
Ispat P/(x) polinomunda Pj(x)=0 denkleminin reel kdkleri yok ise bu durumda P,(X) polinomunun grafigi kesin artan ya da kesin azalan [ t
olacaktir. Ciinkii Pj(X)=0 denklemini saglayan reel kok bulunamadigindan yerel ekstremum noktasi yoktur. Dolayisiyla P,(X) polinom M =1 AT P S
fonksiyonunun grafigi iki sekilde olabilir. _ _ Grafik 16 Grafik 17
A S B B & T I ] Grafik 16 ve Grafik 17°de a >0 olup P(e,).Py(r,) >0 oldugu agiktir. Grafikler incelendiginde @, <, <X, ve X <& <@, oldugu agikardir.
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Grafik 3 ve grafik 4’te goriildiigii gibi grafikler X eksenini sadece birer noktada kesmektedir. Dolayisiyla P,(X) =0 denkleminin sadece bir tane reel _ _ 5 , . o .
Kokii vardir / Grafik 18 ve Grafik 19°da a<0 olup P(e;).P,(,) >0 oldugu agiktir. Grafikler incelendiginde & <@, <X Ve X, <@, <@, oldugu asikardir. Boylece

ilk kismin ispati tamamlanmis olur.

ﬁeorem 2.2 P,(X) polinomun fonksiyonunun tiirevi olan P,(X) polinomunda P;(X)=0 denkleminin reel kokleri ¢akisik yani esit ise bu durumda Py(X)=0 Simdi P,(e,).P,(,) =0 oldugu durumu inceleyelim. Bu durumda P,(,) ve P,(a,) degerlerinden biri sifir olur. Yani,
denkleminin sadece bir tane reel kokii vardir. - R A SRR B g L L T T
ispat P(X) polinomunda P;(X)=0 denkleminin reel kokleri cakisik yani esit ise bu durumda P;(X) polinomunun grafigi artmayan ya da azalmayan olacaktir. I A, [ I A,
Cilinkii P3'(X) =0 denklemini saglayan reel kokler ¢akisik oldugundan tiirev isaret degistirmeyecektir. Tiirev isaret degistirmediginden yerel ekstremum nokta [ I brs L ss 1 b5 |
yoktur. Dolayistyla P;(X) polinom fonksiyonunun grafigi iki sekilde olur.
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Va 1 1 - t N\ ] Grafik 20 ve grafik 21°de a >0 olup R(e,).R(e,) =0 oldugu agiktir. Grafikler incelendiginde X, =, <@, <X, Ve X, <@, <@, =X, oldugu asikardir. Ayni
Lz 4 1 6] I [ \ ] durumu a<0 igin de inceleyelim.
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Grafik 5 ve grafik 6’da goriildiigii gibi grafikler x eksenini sadece birer noktada kesmektedir. Dolaysiyla Py(X) =0 denkleminin sadece bir tane reel kokii t _ " [
vardir. L " - [ o _ L 27 e -
- Xl‘ ] -:- 1_-—2-..- | > 0
ﬁeorem 2.3 P(x)=ax’+bx*+cx+d seklinde tanimlansin. P, (X) =0 denkleminin iki farkli reel kdkii ¢, ve @, olsun. Bu durumda P,(X) polinom - 1 \ ] I S S
fonksiyonunun reel kokleri i¢in ti¢ farkli durum olusgur. _ _ [ I 1
I. P3(051).P3(a2) >0 ise bir tane reel, iki tane karmasik say1 kok vardir. o . Vo Frt T | -275 5
ii. Py().B(er,) =0 ise ikisi gakisik olmak iizere ii¢ tane reel kok vardir. - 'lla -2 : 2 n -2 : T ¢ 1
iii. Py(a).P(e,) <0 ise ii¢ farkl reel kok vardir. Grafik 22 Grafik 23
Ispat a; ve a, degerlerini P;(X) polinomunda yerine yazdigimizda elde edecegimiz goriintiiler P,(X) polinom fonksiyonunun yerel ekstremum degerleri Grafik 22 ve grafik 23°de a<0 olup Py(e).R(2;) =0 oldugu agiktir. Grafikler incelendifinde X = <a, <X, Ve X <& <@, =X, oldugu agikea
gortilebilir. Boylece ikinci durumun ispati da tamamlanmus olur. Son olarak ti¢iincti durumu inceleyelim.
Olacaktlr. . ..1 bl B.. l .k. . d o d 1 1 S l k e e . d . l l.
R0 g 0] B R U
Ay / [ 4 / ] — 55 A IJ‘;S— Simdi R(«).P;(,) <0 olsun. Bu durumda P,(e;) ve P,(«,) degerlerinin zit isaretli oldugu agiktir. Dolayisiyla Bolzano teoremine gore o, Ve «, degerleri
[ - 55 T /55— : [ /] arasinda bir reel kokii oldugu kesindir.
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Grafik 7 Grafik 8 Grafik 9 [ ] . N
i. P(y) ve P(a,) degerleri ayni isaretli oldugu durumda bu degerler X ekseninin ya iistiinde ya da altinda olur. e T S e
Grafik 7°de goriildiigii gibi P;(X) polinom fonksiyonunun x eksenini sadece bir noktada kesmesi miimkiin olur. Bu durumda P;(X)=0 denkleminin Grafik 24 0 o 0 ol GLafik'ié.l ] ia da P 5 0 lGralIik 25 . A - lendiginde k6Kl
. rafi te a>0 ve grafi te a<0 olup her iki durumda da : < Ir. 1 131 okleri
koklerinden sadece bir tanesi reeldir. Ayni isaretli iki saymin garpimu pozitif oldugundan Py(e).Py(e,) >0 elde edilir. Dolaysiyla Py(e).Py(e,) >0 ise © J jo as? Omp fer W T . (@) B(@) 07T SEIGEERL TR STTHED TeCTendiginde ot
X <oy <X, <a, <X, strralamasini saglayacagi basitge goriilebilir. Boylece ispat tamamlanmais olur.
P,(X) polinom fonksiyonunun bir tane reel iki tane karmasik say1 kokii vardir.
ii. P() ve Py(a,) degerlerinden biri sifir oldugunda P;(X) polinom fonksiyonunun x eksenine teget olur. Teget oldugu noktadaki kok cift katli
koktir. 4. Sonug ve Degerlendirme \
Grafik 8 incelendiginde P,(X) polinom fonksiyonunun x eksenini iki farkli noktada kestigi goriilmektedir. Bu durumda P,(X) =0 denkleminin koklerinin ikisi
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cakisik olmak iizere ii¢ tanesinin de reel oldugu goriiliir. Ayrica Py(ey).Py(e,)=0 oldugu da aciktir. Dolayisiyla Py(e,).Py(e,) =0 ise P,(X) polinom 4.1 P3(x)=“ax +bx” +cx+d pohno.ng fans13jonunun en az bir reel kokiiniin bulundugu gosterilmistir.
fonksiyonunun ikisi ¢akisik olmak {izere {i¢ tane reel kokii vardir. 4.2 Reel qu Say1sihin bglunmasma iliskin bagmtilar. — . = -
B . ) - - .. . . e . C e Bir tane Reel kok olmas1 durumu Iki tane Reel kok olmas1 durumu Uc tane Reel kok olmasi durumu
iii. P(o,) ve Py(,) degerleri zit isaretli oldugu durumda bu degerlerden biri X ekseninin altinda digeri ise X ekseninin iistiinde olur. o T A o 0 denklomint | kokleri birbiind o 0 denklomini | kokleri birbirind
. . e . . .. .- . . . X) = enKieminin X) = X) =
Grafik 9 incelendiginde P,(X)polinom fonksiyonunun x eksenini ii¢ farkli noktada kestigi goriilmektedir. Bu durumda P,(X)=0 denkleminin ii¢ farkli reel * B reel kokii olmamast e Fy (x) © en‘m'nn reel kokleri birbirinden | o Py (x) © err‘ur‘un roet RoRIeH DIDIHCEn
o } - P P ) o _ 5 P (c2).P.(c,) <0 oldugu asikardir. Dol la P.(@)P.(@) <0 ise P.(X) durumunda, farkli o, ve a, icin Py(ey).P(c,)=0 olmasi| farkli o ve «, i¢in Py(e).P(e,) <0 olmasi
kokii oldugu elde edilir. Ayrica Py(e;) ve Py(e,) degerleri zit isaretli oldugundan Py(e,).P;(e, oldugu asikardir. Dolayisiyla F(@,).F(&, ise e P/(x)=0 denkleminin reel koklerinin birbirine | durumunda gerceklesir. durumunda gercekilegir.

esit (¢akisik) olmas1 durumunda,
. P3'(X) =0 denkleminin reel kokleri birbirinden

polinom fonksiyonunun ti¢ farkl reel kokii vardir. /

/ . . . . ] . farkli o, ve a, icin Py(,).R(e,) >0 olmasi
3. Uciincii Dereceden Polinomlarin Reel Koklerinin Araliginin Incelenmesi durumunda gerceklesir.
Bu kisimda Ps' (x) =0 denkleminin kokleri kullanilarak P,(X) =0 denkleminin reel koklerinin aralig1 belirlenecektir. 4.3 Reel koklerin araligima iliskin bagintilar.
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Teorem 3.1 P,(x) =ax’ +bx? +cx+d polinom fonksiyonunda P, (x) =0 denkleminin ¢ift kath kokii ¢, olsun. Bu durumda asagidaki ozellikler saglanir. Ry(x)=ax"+bx" + cx+d polinom fonksiyonu igin, Py (x) =0 denkleminin reel kdkleri o ve o, olsun.
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Ispat Oncelikle a>0 olsun. Bu durumda p,(x) polinom fonksiyonunun grafigi 3. bolgede baslayip 1. bolgede bitecektir. Teorem 2.2°den P, (X) =0 denkleminin * Rla)=0=x=0 ¢ Rla)=0=Xx=a/. Py().Py(a,) =0= {Xl < al < az _ X2
cift katli kokii olmas1 durumunda sadece bir tane reel kokiiniin oldugunu biliyoruz. Simdi yukarida verilen durumlar sirayla inceleyelim. * R(a)>0=x%<a | Rla)>0=X%>a e
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Eger P3(0!1) <0 ise Grafik 10°da goriildiigii gibi Eger P3(0!1) =0 ise Grafik 11°de goriildiigii gibi Eger P3(0!1) >0 ise Grafik 12°de goriildiigii gibi [5] Kartal M, Kartal Z ve Karagoz Y, “Temel Matematik cilt 1, Nobel Yayimn Dagitim, 2009
X, >, oldugu aciktir. X, =, oldugu agiktir. X, <@ oldugu agiktir. . ) _ .
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